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4 ‘ Variables aléatoires discretes

I- Généralités sur les variables aléatoires

1- Espace probabilisé

Etant donné une expérience aléatoire, pour calculer des probabilités,

1. On commence par déterminer I'univers Q2 de toutes les issues possibles de I'expérience aléatoire.
Cet ensemble peut étre fini ou infini.

« Sil’expérience consiste a lancer un dé a 6 faces et a observer le numéro obtenu, alors Q = [1;6].

 Sil’expérience consiste a lancer une piece de monnaie jusqu’al’obtention du premier pile, alors
Q=N".

» Sil’expérience consiste a observer la durée de vie d'une ampoule (en minutes), alors Q = R,.

e etc.

2. On détermine ensuite une probabilité sur Q, c’est-a-dire une application P qui a un évenement de Q
(i.e., un sous-ensemble) associe un réel, compris entre 0 et 1, qui mesure le "degré de vraisemblance"
de cet évenement.

Commencons par rappeler quelques propriétés, vues en premiere année dans le cas d'un univers fini, et qui
restent vraies dans le cas d'un univers infini.

— Proposition 4.1
Soient Q un espace probabilisé et A, B deux évenements. On a les résultats suivants.
e P(QY) =1,
* P(9)=0,
e P(A)=1-P(A),
e Si Ac B, alors P(B\ A) = P(B) — P(A),
e P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANDB),
» Si A et B sontincompatibles (i.e., An B = @), alors P(AuU B) = P(A) + P(B).

Exemple 4.2 - Tout au long de ce chapitre, on s’appuiera sur les deux exemples suivants pour illustrer
les différentes notions rencontrées.

1. Un sac contient 5 jetons numérotés de 1 a 5. Pour jouer une partie, on doit miser 1€. On tire au
hasard un jeton. Si on a le numéro 1, on gagne 4 €, si on a un numéro pair on recoit 2€ et rien
sinon. On note X le gain (algébrique). X est une variable aléatoire et X (Q) = {-1;1;3}.

2. On lance un dé équilibré et on note X le nombre de lancers nécéssaires pour obtenir 6. X est
une variable aléatoire et X(Q2) = N* (il faut au moins un lancer pour obtenir 6).
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2 - Evenements associés a une variable aléatoire

Définition 4.3 — Soit X une variable aléatoire sur QQ et x € R. On note

[X=x]={weQ]| X(w) = x},
{we Q| X(w) < x}, (X>x]={we Q| X(w) > x},
={weQ| X(w) > x}.

[X<x]=
X<x]={weQ| X(w) < x}, (X = x]

Si x et y sont deux réels tels que x < y, alors on note
[x<X<y|={weQ|x< X(w) <y}
Plus généralement, si I désigne une partie de R, on note

[Xell={weQ| X(w)€e I}
Exemple 4.4 - Calculer P([X =1]) et P([X < 2]) dans les deux exemples de |'exemple 4.2.

1. Ona X =1 si et seulement si on a obtenu un numeéro pair, i.e., un 2 ou un 4. Ainsi

Ona X <2sietseulementsi X =—1 ou X =1 si et seulement si on obtient 2, 3, 4 ou 5. Ainsi

2 4
+-=-
5

P(X<2)=P(X=-1)+P(X=1)= -

[N\

2. On a une chance sur 6 d'obtenir un 6 au premier lancer donc
PX=1)= !
==z
On a X < 2sietseulementsi X =1 ou X =2. On a déja calculé la probabilité P(X = 1).

L'évenement X = 2 correspond au cas ou I'on obtient un nombre différent de 6 au premier
lancer et un 6 au deuxieme lancer. Ainsi

5 1 5

P(X:2)27X7:7

6 6 36

et donc
1 5 11
PX<K2)=PX=1D)+PX=2)=—+—=—.
6 36 36
—— Proposition 4.5

Soit X une variable aléatoire définie sur Q. Alors 'ensemble
{IX=x]1xeXQ}
forme un systéme complet d’événements. En particulier, on a

Y P(X=x)=1

xeX(Q)
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Remarque 4.6 —

o Lorsque X(() est fini, la somme précédente est une somme finie. En effet, dans ce cas,
X(Q) = {x1;X2;...; Xn},

et donc
n

P([X =xc]) =1
k=1

e Lorsque X(Q) est dénombrable, la somme précédente est la somme d'une série convergente. En effet,
X(Q) ={xx; keN},

et donc

+00
Y PIX=x])=1.
k=0

« Dans toute la suite, on convient d’alléger la notation P([X = x]) en P(X = x), et de méme pour tous
les autres ensembles.

Exemple 4.7 — On reprend les deux exemples de 'exemple 4.2.
1. Un systeme complet d’évenements est donné par

2. Un systéeme complet d’évenements est donné par

II - Variables aléatoires discretes

1 - Définition

Définition 4.8 — Soit X une variable aléatoire sur Q. On dit que

+ X est une variable aléatoire discréte si son support X(Q) est un ensemble discret, i.e., fini ou
dénombrable.

+ X estune variable aléatoire discrete finie si son support X(Q) est un ensemble fini.

o X estune variable aléatoire discrete infinie si son support X (Q2) est un ensemble dénombrable.

Exemple 4.9 — On reprend les deux exemples de I'exemple 4.2.
1.
2.

2 - Loi d’une variable aléatoire discrete

Définition 4.10 — Soit X une variable aléatoire sur Q. On appelle loi de la variable aléatoire X la
donnée des P(X = x) pour tout réel x du support X(Q).

Méthode 4.11 — Donner la loi de probabilité d’'une variable aléatoire discrete
1. On donne I'ensemble des valeurs X (Q) des valeurs prises par X.
2. On calcule P(X = x) pour tout x € X (Q).

Lorsque X(Q) est fini, on résume souvent la loi sous la forme d’'un tableau avec, sur la 1ere ligne les
valeurs prises par X, et sur la 2eéme ligne les probabilités correspondantes.




Maths 2021/2022 Ch. 4 - Variables aléatoires discretes

ECT2

Exemple 4.12 - On reprend les deux exemples de I'exemple 4.2.

1. Laloi de la variable aléatoire X est donnée par

2 2
P(X=-1)=-, P(X=1)=- et PX=3)=-.
5 5
Ce que I'on peut résumer par le tableau suivant.

X -1|1 /|3
2 2|1
PX=x)| = | =| =
5 5|5

2. Laloi de la variable aléatoire X est donnée par
[ k-1
VkeN", P(X:/c):() X

On peut vérifier au passage que

+00
Y PX=k) =1.
k=1

3 - Fonction de répartition d’'une variable aléatoire discrete

Définition 4.13 — Soit X une variable aléatoire définie sur Q2. On appelle fonction de répartition de

la variable aléatoire X, et on note Fy, la fonction définie sur R par

R - [0;1]

Ex: v o px<y

— Proposition 4.14

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur Q. On note X () = {x1; xo;...} avec x; < xXp <

0 Six <Xy,
Fx(x)={ PX=x)+-+PX=x) sixp<X<Xps1,
1 Si X > maxx;.
ieN

En particulier, Fx est constante sur [xg; Xg+1[.

--+. Alors

Exemple 4.15 - On reprend les deux exemples de I'exemple 4.2.
1. Onavu que X(Q) ={-1;1;3}. Ainsi

e Six<—1,alors Fx(x)=0.

2

° Sifl§x<l,alorsFX(x):P(X:fl):g.
2 2 4
<x<3,alorst(x):P(X:—1)+P(X:1):g+§:g.

o Sil
e Six >3, alors Fx(x)=1.
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Ce que I'on peut résumer par
six<-1,
si—-1<x<1,

sil<x<3,

six>3.

~
St
=
Il

O O N O

0.8 + ~———

0.6 +

0.2 +

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2. Onavu que X(Q) =N". Ainsi
e Six<1,alors Fx(x)=0.

e Pourtout ke N*,si k< x<k+1,alors

k (5)J71 1 5\F
P(X = = S=1-(2] .
Z ) Z(b) 6 (b)

1
._l
[ S——
0.6 —
[ S——
0.4 =
O
0.2 —

v

— Proposition 4.16

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé Q. On suppose que X(Q) € Z.
Alors

Vke X(Q), PX=k)=Fx(k)—Fx(k-1).

Remarque 4.17 — La fonction de répartition d'une variable aléatoire X détermine parfaitement la loi de X.
En effet, si deux variables aléatoires ont la méme fonction de répartition alors elles suivent la méme loi.
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IIT- Moments d’une variable aléatoire discrete

1- Espérance

Définition 4.18 — Soit X une variable aléatoire discrete définie sur Q.

e Si X est une variable aléatoire discrete finie, avec X(Q) = {x1;...; x,}, alors X admet une espé-
rance, notée E(X), définie par
n
E(X)=) xiP(X=ux;).
i=1
» Si X est une variable aléatoire discréte infinie, avec X (Q) = {x; k € N}, et que la série de terme
général x, P(x,) est absolument convergente, alors on dit que X admet une espérance, notée
E(X), et définie par

+00
EX) =) xxP(X = xp).
k=0

Remarque 4.19 - Lespérance s’interpréte comme une moyenne.

Exemple 4.20 - Montrer que la variable aléatoire X, du premier exemple de I’exemple 4.2, admet une
espérance et la calculer.

n-1
Remarque 4.21 — On peut montrer (hors-programme) que la série Z n (—) X p converge et que
n>1

+00 5 k-1
k(= ~ =6.
I

Autrement dit, la variable aléatoire X du second exemple de I'’exemple 4.2 admet une espérance et E(X) = 6.

— Proposition 4.22

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur Q et admettant une espérance.
Soient a et b deux réels. Alors, X + Y et aX + b admettent une espérance et

EX+Y)=EX)+E(Y) et E(aX+b)=aEX)+bh.

Exemple 4.23 - On lance un dé non-truqué et on note X le numéro obtenu. Soit g la fonction définie
par g(x) =2x+3et Y = g(X) =2X+3. Calculer E(Y).
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[ Théoreéme 4.24 — Théoreme de transfert
Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé Q. On note X(Q) = {x;;i € I}
avec I < N. Soit g une application de X(Q) dans R. Alors, la variable aléatoire g(X) admet une espé-
rance si et seulement si la série de terme général g(x,)P(X = x,) est absolument convergente. Dans

ce cas, on a alors
E(g(X)) =) gxi)P(X = x;).

iel

Remarque 4.25 -

¢ Si X est une variable aléatoire discrete finie, alors I est fini, donc I'espérance de g(X) existe et la
somme intervenant dans sa définition est une somme finie.

¢ Le théoreme de transfert montre que pour calculer 'espérance de g(X), il est inutile de déterminer la
loi de g(X) : il suffit de connaitre la loi de X.

Exemple 4.26 — On considere la variable X dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant.

k -3|-1| 0 1 2 3

2 1 1 2 3 1
PX=K) | = | = | = | = | = | =
10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10

Calculer E (X?) et E(X°).

2 - Variance

Définition 4.27 — Soit X une variable aléatoire discrete définie sur Q.

¢ Si X est une variable aléatoire discréete finie avec X (Q) = {x1; x;...; X}, alors X admet une va-
riance, notée V (X), et définie par

VX) =Y (xi— EX))*P(X = xy).
i=1

¢ Si X est une variable aléatoire discrete infinie, avec X(Q) = {x; k € N} et que la série de terme
général (x, — E (X))ZP(X = x5) est absolument convergente, alors on dit que X admet une va-
riance, notée V' (X) et définie par

+00
VX) =Y (xx—E(X))*P(X = xp).
k=0
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Remarque 4.28 -

e Lasérie Z (xn -EX ))2P(X = x,) étant a termes positifs, elle est absolument convergente si et seule-
n=0
ment si elle est convergente.

o Sous réserve d’existence, ona V(X) = E ((X - E(X))z).
» Lavariance, si elle existe, est un réel positif ou nul.

o Lavariance mesure la dispersion de la variable aléatoire par rapport a son espérance.

—— Théoréme 4.29 - Formule de Konig-Huygens

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur Q. X admet une variance si et seulement sila variable
aléatoire X? admet une espérance. Dans ce cas,

V(X) = E(X?) - E(X)%.

O Méthode 4.30 - Répondre a la question "X admet-elle une variance? Si oui, la calculer."
O 1. Si X n'admet pas d’espérance, alors elle n'admet pas de variance.
2. Si X admet une espérance, il faut regarder si E (X 2) existe (grace au théoreme de transfert).
¢ Sinon, alors X n'admet pas de variance.

« Siouij, alors on peut la calculer en utilisant la formule de Kénig-Huygens

V(X)=E(X*) - E(X)>.

Exemple 4.31 - Montrer que la variable aléatoire X, du premier exemple de 'exemple 4.2, admet une
variance et la calculer.

5 n—1
Remarque 4.32 - On peut montrer (hors-programme) que la série Z n? (—) x P converge et que

n>1
+00 5 k-1
Z K2 (—) x — = 66.
k=1 \6 6

Autrement dit, le carré de la variable aléatoire X du second exemple de I'exemple 4.2 admet une espérance
et E(X?) = 66. Alors, X admet une variance et

V(X) = E(X?) - E(X)* = 66 — 36 = 30.
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—— Proposition 4.33

Soit X une variable aléatoire discrete admettant une variance et soient a et b dans R. Alors
V(aX+b) =a’V(X).

En particulier,
V(X +b) =V(X).

Remarque 4.34 — Contrairement a ’espérance, la variance n’est pas linéaire.

Exemple 4.35 - On lance un dé non-truqué et on note X le numéro obtenu. Soit Y = 2X + 3. Calculer
la variance de X puis celle de Y.

Définition 4.36 — Soit X une variable aléatoire discrete admettant une variance. On appelle écart-
type de X et on note o (X) le réel
o(X)=vV(X).

IV - Lois discretes finies usuelles

1 - Loi uniforme

Définition 4.37 — Soit (a, b) € Z? avec a < b. Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a; b]
lorsque X(Q) = [a; b] et que

v b, PX=k)=——.
ke [a; D] X =k P

On note X — % ([a; b]).

Exemple 4.38 - Deux exemples classiques :
1. On lance un dé non-truqué et on note X le numéro obtenu. On a X — % ([1;6]) car
X(Q) =[1;6] et pour tout k € [1;6], P(X = k) = é
2. On tire au hasard une boule dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, et on note
X le numéro obtenu. Ona X — % ([1; n]) car X(Q) = [1;n] et pour tout k € [1;n], P(X = k) = %

— Proposition 4.39

Soit n € N*. Si X — % ([1; n])) alors X admet une espérance et une variance et

n¢-1
12

n+l
EX) = 5 et V(X)=
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—— Proposition 4.40
Soit (a, b) € Z* avec a < b. Si X — % ([a; b]) alors X —a+1— %([1;b— a+1]) et donc

(b-a+1)>2-1

=" o v-
T2 B 12

2 - Loi de Bernoulli

Définition 4.41 — Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p €]0;1[ lorsque
X(Q)={0;1} et
P(X=1)=p et PX=0=1-p.

On note X — ZAB(p).

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve aléatoire qui comporte exactement deux issues : une que 'on
qualifie de "succes", de probabilité p, et 'autre que I'on qualifie "d’échec", de probabilité 1 — p. On réalise
une fois cette épreuve de Bernoulli et si I'issue est un "succes", la variable aléatoire prend la valeur X =1, et
sinon X =0.

Exemple 4.42 — On lance une piece équilibrée et on note X la variable aléatoire qui prend la valeur 1

1
si le résultat est "Pile" et 0 sinon. Alors, X — % (E)

— Proposition 4.43

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p €]0;1[. Alors X admet une
espérance et une variance et on a

EX)=p et V(X)=pld-p).

3 - Loi binomiale

Définition 4.44 — Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres n € N* et p €]0;1[
lorsque X(Q) = [0; n] et que

n

Vk e [0; 7], P(X=k)=(k

On note X — %(n, p).

On répete n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. La probabilité d’obtenir un "succes"
lors de la réalisation d'une épreuve est p. La variable aléatoire qui compte le nombre de succes obtenus une
fois que les n épreuves ont été réalisées suit une loi binomiale de parameétres n et p.

Exemple 4.45 - On lance 10 fois de suite un dé non-truqué, et on note X le nombre de numéros

obtenus inférieurs ou égaux a 2. Alors, X — % (10, §)

Remarque 4.46 — La loi de Bernoulli est le cas particulier de la loi binomiale avec n = 1.

10
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—— Proposition 4.47

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n € N* et p €]0; 1[. Alors X admet
une espérance et une variance et on a

EX)=np et V(X)=np(l-p).

V- Lois discreétes infinies usuelles

1- Loi géométrique

Définition 4.48 — Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p €]0;1[ lorsque
X(Q)=N"etque
VkeN*, P(X=k=pl-p~L

On note X — ¥4 (p).

Exemple 4.49 - On lance indéfiniment un dé non-truqué. On note X le rang du lancer qui donne le

nombre 1 pour la premiere fois. Alors, X suit une loi géométrique de parametre =

Remarque 4.50 -
» Cet exemple est typique de la loi géométrique dont le modéle est le suivant :
1. On réalise une succession d’épreuves indépendantes de Bernoulli de méme parameétre p.
2. Onnote X le rang de I'épreuve qui a amené le premier succes. X est considéré comme "le temps

d’attente du premier succes".

+00
e Onabien ) P(X=k)=1.
k=1

— Proposition 4.51

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €]0;1[. Alors X admet une
espérance et une variance et on a

l-p
-

EX)= l et V(X)=
p

Exemple 4.52 - On effectue une succession de tirages avec remise d'une boule dans une urne conte-
nant 7 boules noires et 3 boules rouges et on note Y le rang de la premiere boule rouge. Reconnaitre
laloi de Y puis déterminer I'espérance et la variance de Y.

11
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2— Loi de Poisson

Définition 4.53 — Soit A un réel strictement positif. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson
de parametre A lorsque X(QQ) =N et

/1k
VkeN, PX=k = Fe_’l.

On note X — Z2(A).

Remarque 4.54 -
o Laloi de Poisson est parfois appelée loi des événements rares. Elle sert par exemple a modéliser :
— le nombre d’appels recus par un standard téléphonique dans un intervalle de temps donné,
— le nombre de véhicules franchissant un poste de péage dans un intervalle de temps donné,
— le nombre de clients se présentant dans un magasin dans un intervalle de temps donné,

— le nombre de fautes de frappe dans les pages d'un cours de maths, etc.

+00
e Onabien ) P(X=k)=1.
k=0

— Proposition 4.55

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. Alors X admet une espé-
rance et une variance eton a
EX)=1 et V(X)=A

12
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